TS5 Devoir surveillé 7 Jeudi 12 mars

Exercice - 1

— —
Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonormal direct (O7 U, v ) d’unité 2 cm, on considere les points M

d’affixe z, My d’affixe z, A d’affixe 2 et B d’affixe 1.

Soit f 'application de P privé de A dans P, qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ telle que z’ =

1. Déterminer les points invariants par f.

2. Soit C le point d’affixe 2 (1 + 1\/§)
Montrer que C’ est le milieu du segment [OC].
3. a) Calculer pour tout z # 2, le produit (z —2) (2 — 1).
b) En déduire :
» la valeur de AM; - BM';

SN N
» une expression de (ﬂ) ; BM ’) en fonction de (7 )

5 AM1 .
c) Justifier les relations :
(1) AM-BM' =6;
—
2) (ﬂ’; BM’) - (7; m).
d) Application : construire 'image D’ du point D d’affixe 2 + 2ei%.

Exercice - 2
24+r+1 _1
—¢ =.

Soit la fonction f définie sur |0; + oo par : f(z) = 3

€T

1
1. Vérifier que F : z — (z + 1)e” = est une primitive de f sur ]0; + ool.

2
2. En déduire le calcul de l'intégrale / f(z) da.
1

Exercice - 3

Partie A : Etude d’une fonction
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; + oo[ par

fl@) =zln(x +1).

1. a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur 'intervalle [0; + ool.
b) L’axe des abscisses est-il tangent & la courbe (C) au point O ?
12
2. On pose I = / dz.
a) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout x # —1,

2

T
=ar+b+
z+1 r+1

c

b) Calculer I.

+4
—9

wl

N}

3. A Taide d’une intégration par parties et du résultat obtenu & la question 2, calculer, en unités d’aires, laire A de la

partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations z =0, z = 1 et y = 0.

— =
4. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthogonal (O, U, v )

5. Montrer que I’équation f(z) = 0,25 admet une seule solution sur 'intervalle [0; 1]. On note « cette solution. Donner

un encadrement de o d’amplitude 1072

Partie B : Etude d’une suite )
La suite (uy,) est définie sur N par u,, = / 2" In(z + 1) dz.
0
1. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).
La suite (u,,) converge-t-elle ?
In2
n+1

2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 0 < u, <

En déduire la limite de la suite (uy,).

P. Louison & T. Jourdan -1-



TS5 Devoir surveillé 7 Jeudi 12 mars

Exercice - 1

— —
Dans le plan complexe P rapporté a un repere orthonormal direct (O7 U, v ) d’unité 2 cm, on considere les points M

d’affixe z, My d’affixe z, A d’affixe 2 et B d’affixe 1.

Soit f 'application de P privé de A dans P, qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ telle que z’ =

1. Déterminer les points invariants par f.

2. Soit C le point d’affixe 2 (1 + 1\/§)
Montrer que C’ est le milieu du segment [OC].
3. a) Calculer pour tout z # 2, le produit (z —2) (2 — 1).
b) En déduire :
» la valeur de AM; - BM';

SN N
» une expression de (ﬂ) ; BM ’) en fonction de (7 )

5 AM1 .
c) Justifier les relations :
(1) AM-BM' =6;
—
2) (ﬂ’; BM’) - (7; m).
d) Application : construire 'image D’ du point D d’affixe 2 + 2ei%.

Exercice - 2
24+r+1 _1
—¢ =.

Soit la fonction f définie sur |0; + oo par : f(z) = 3

€T

1
1. Vérifier que F : z — (z + 1)e” = est une primitive de f sur ]0; + ool.

2
2. En déduire le calcul de l'intégrale / f(z) da.
1

Exercice - 3

Partie A : Etude d’une fonction
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; + oo[ par

fl@) =zln(x +1).

1. a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur 'intervalle [0; + ool.
b) L’axe des abscisses est-il tangent & la courbe (C) au point O ?
12
2. On pose I = / dz.
a) Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout x # —1,

2

T
=ar+b+
z+1 r+1

c

b) Calculer I.

+4
—9

wl

N}

3. A Taide d’une intégration par parties et du résultat obtenu & la question 2, calculer, en unités d’aires, laire A de la

partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations z =0, z = 1 et y = 0.

— =
4. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére orthogonal (O, U, v )

5. Montrer que I’équation f(z) = 0,25 admet une seule solution sur 'intervalle [0; 1]. On note « cette solution. Donner

un encadrement de o d’amplitude 1072

Partie B : Etude d’une suite )
La suite (uy,) est définie sur N par u,, = / 2" In(z + 1) dz.
0
1. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,).
La suite (u,,) converge-t-elle ?
In2
n+1

2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 0 < u, <

En déduire la limite de la suite (uy,).

P. Louison & T. Jourdan -1-



TS3

Corrigé du ds 7

Jeudi 12 mars]

Exercice 1 [ e Complexes, interprétation géométrique
Dans le plan complexe P rapporté a un repeére orthonormal direct ‘ (z-2) (z' B 1) = 6. ‘
— =
O, u, v | d'unité 2 cm, on considere les points M d’affize z, b. En déduire -
M, d’affize Z, A d’affize 2 et B d’affize 1. Soit f Uapplication » la valeur de AMy - BM'; on a :
de P privé de A dans P, qui a tout point M d’affize z associe le AM; -BM’ = |2m, — 2a| - |2m7 — 28|
—= — /
point M’ d’affize 2’ telle que z' = er;l = ||z_— 2|2' |(’Z, - i)||
z— - Z S —
1. Déterminer les points invariants par f. On résout I’équation : _ 6( )
2 =2 = R z - P eV
o z—2 » une expression de (7 ; BM/) en fonction de (U ; AMl).
= ZTH+4=2(z-2) On a:
= zZ+ 4_: 2Z — 222 arg [(2 —2) (z/ - 1)} = arg (6) [27]
= 2z+zZ+4-z7 =0 <~ arg(z—2)+arg(s' —1) [27]
En posant z = a +1ib, a et b réel, on a : = arg (z 1) = —arg (z — 2) [2n]
, . . 2 2
z'=2z <= 2(a+ib)+a—-ib+4—a"-b"=0 . BM - O 2
= —a® =0 +3a+4+ib=0 = ( ) (u 1) )
2 2 . —
= { a b" +3a +;§ : 8 Finalement, AM;-BM’' =6 et ( M/) (7 ; AM1) [27]
—a®+3a4+4 = 0 c. Justifier le/s relations :
= b — 0 (1) AM-BM" =6; e Rappel : Vz € C, || = |z|.
- Ona: AM = |z—za|=|2—2
On résout alors : —a® + 3a + 4 = 0, en calculant : ’ . |T2
A=9+16=25= 52, d’out deux solutions : a1 = 4 ou as = —1. : éi 2)
Finalement puisque b = 0, on obtient comme points fixes, les — AM.
points d’affixe 4 et —1.
, | Donc : AM-BM' = AM, -BM' =6.|
2. Soit C le point d’affixe 2 (1+ zx/g) Montrer que C' est le — pg—
miliew du segment [OC]. Le milieu du segment [OC] a pour af- (2) (u : BM) - u_, AM)'
042 (1+iv3) V3 e Rappel : Vz SE’ arg (z) = —arg (z).
€ 2 =1+iva. On a: (U;AM) = arg(z—za) =arg(z—2) [27]
D’autre part, le point C’ a pour affixe : = —arg (ZTQ) [27]
zc +4 _ _
zar = = = —arg(z—2) [27]
-2 = —(@; AMD) [2n]
2 2iy/3+4 i '
el A A N
2—2iv/2 -2 Donc : (ﬂ); BM/):(H); m) [27].
6 — 2iv3
= 27\/1%/_ d. Applzcatwn : construzre Uimage D’ du pomt D d aﬂﬁxe
_1 2+2e6 LevecteurAD a pour affixe : 2+2e672—2e6
3iv3 +3 6 6
- T3 De AM - BM' :6,ont1re:BM:m:§:3.
= 14+iV3. Donc M’ est sur le cercle de centre A et de rayon 3.
D’autre part (ﬂ) ; m) —s [27] d’ont (ﬂ) ; BM /) =z [27]
‘ C' est le milieu du segment [OC]. ‘ ' 6 ' 6
3. a. Calculer pour tout z # 2, le produit (Z —2) (2’ — 1) . On a, On place donc D' sur le cercle de centre A et de rayon 3 tel que
pour tout z # 2 : (U : BM/) = % [27].
z+4
E-9( -1 = @-2(Fg)
_ (272){z+47(z 2)}
2
= (Z-2)x=—
= 6.
Exercice 2 = e Calcul d'intégrale
4 . o ) ) 2
Soit la f02nctwn [ définie sur0; + oo[ par : 2. En déduire le calcul de l’intégrale / f(z) dz. On a donc :
r“4+x+1 _1 1
f(x) = ——F—e =. 2 )
e RO [ 1@ = Fa);
. Vérifier que F : x x+ 1)e” = est une primitive de f sur 1
Verdfier q = (z+1) p f F©) - F(1)
J0; +ool. 1
F est dérivable sur ]0; + oo et : = 3¢ 2-2""
1 1 1
F’ - 1)—=e” 2 1
(z) ezt (ztl)ges / f(z)de =372 —207 = 5 _ 2,
= f(l’) 1 \/6 e
Ainsi ‘ F est une primitive de f sur ]0; 4+ ool ‘
P. Louison & T. Jourdan -1- @



Exercice 3

Partie A : Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; + oo[ par f(xz) =
zln(z + 1).

1. a. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur
Uintervalle [0 ; 4 oof.

f est définie et dérivable sur [0; + o], et :

fl) =

1x1 1 X
n(z+1)+z po

In(z +1) + =

r+1
» Vze[0;+o00[:xz+1>1doncln(z+1)>0
» Vo e[0; +o0f:

v Vg
o

z+1
Finalement, f '(z) > 0, pour tout x de [0; 4+ co[, comme somme
de deux nombres postitifs.

‘ f est strictement croissante sur [0; 4 oo] ‘

b. L’aze des abscisses est-il tangent a la courbe (C) au point O ?
Autrement dit : la tangente en 0 & la courbe est-elle horizontale,
ie, a-t-on f '(0) = 0.

’ _ 0 _

e Fonction In

— Calcul d'intégrale

On pose : u(z) =In(z+1)

/
v'i(z)==x
Les fonctions u et v sont deux fois dérivables, ainsi,

A = / zln(x + 1) dx

0

1 1 2
2 1 T
= |=2%1 nl - =
{xn(x—f— )]0 2/0 1
= (5121 (1+1)) - (%02 x In(0 + 1)) - % <—— +1n2)
_ 2 1 2
2 4 2
AZEua.

Donc :‘ laxe des abscisses est tangent & la courbe (C) au point O ‘

ZEQ

1
2. OnposeI:/O i1

a. Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout © # —1,

2
T

dr.

=ax+b+%+1.0na:

o (@+1) +ba+1)
c _az(z+1)+bxz+1)+c
ax+b+x+1 o r+1
_ ax’+ax+br+b+c
o r+1
_ar’+(a+b)z+(b+e) 2P
B r+1 T 41
On a donc, par identification :
a = 1 a =
a+b = 0 — b = -1
b+c = 0 c =
2
Ainsi : id =x—1+ ! .
r+1 r+1

b. Calculer I On a:
x?

I =
0 T+
- /(71+—) da
0 1
= {xg—x—&—ln(x—i—l) car t+1>0,Vz € [0; 4+ o]
0
= (%12 —1+In(1+ 1)) - <%02 —0+ln(0+1))
[:—%—&—ln?.

3. A laide d’une intégration par parties et du résultat obtenu a
la question 2, calculer, en unités d’aires, l’aire A de la partie du
plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations x = 0,
z=1ety=0.

La courbe est au-dessus de ’axe des abscisses pour tout réel
compris entre 0 et 1, donc :

/Olf(ac) dz = /leln(x—&-l) da.

4. Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repére or-
thogonal (O u, v)
5. Montrer que l’équation f(x) = 0,25 admet une seule solu-
tion sur Uintervalle [0; 1]. On note « cette solution. Donner un
encadrement de a d’amplitude 107>
» [ est dérivable donc continue sur [0; 1];
» [ est croissante sur [0; 1];
» f(0)=0<0,25et f(1) =1In2 > 0,25.
Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un
unique « tel que : f () = 0, 25.
De plus, f(0,56) ~ 0,249 et f(0,57) ~ 0,257 donc :

\0,56 <a<0,57. \

Partie B : Etude d’une suite )

La suite (un) est définie sur N par u, = z"In(z + 1) dz.

1. Déterminer le sens de variation de la su(%te (un). La suite (un)
converge-t-elle ¢
Sur intervalle [0; 1], on a 0 < = < 1 donc :
0Lexz" <z et 0< 2™ < 2™
De plus z + 1 > 1 donc In(z 4+ 1) > 0 d’ou :
0<z" M In(z+1) < z"In(z+ 1)
1 1
et ainsi 0 < / 2" n(z + 1) dz < / z" In(z +
0

0
0 < unt1 <u

1) dzx et :

La suite (un) est donc décroissante et minorée par 0 elle est donc
convergente.

2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 0 < u, <
In2

T En déduire la limite de la suite (un).

n 4+
Sur lintervalle [0; 1], In1 < In(z +1) < In2 d’ou :
0<z"In(z+1) <2"In2

1 1
et0</ x”ln(x+1)dx</ 2" In2 dz, ainsi :
0 0
1
Ogun<1n2/ " dx
0

1 nt171
Or/ 2" de = | Z = L, donc : |0 < up < In2
0 n+1], n+1

Or lim
n—toon+ 1

darmes :

= 0, d’ou en appliquant le théoréeme des gen-

lim wu, =0.
n—-+ oo

P. Louison & T. Jourdan -2 —



